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МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ РУХУ У КРИВИХ ШВИДКІСНИХ 
ПОТЯГІВ З КУЗОВАМИ, ЩО НАХИЛЯЮТЬСЯ 
 
Розроблені математичні моделі, що дозволяють визначити потрібний кут нахилу кузова та дослі-
джувати коливання надресорної будови екіпажу під дією відцентрової сили інерції у кривих. 
 
Разработаны математические модели, которые позволяют определить необходимый угол наклона 
кузова и исследовать колебания надрессорного строения экипажа под действием центробежной 
силы инерции в кривых. 
 
The mathematical models which allow determining necessary tilt angle of the car body and allow inves-
tigating the oscillations of the train over leaf suspension under inertial centrifugal force at the curve. 
 
Вступ та постановка задачі. Державна програма по впровадженню на 
залізницях України швидкісного руху передбачає зростання швидкості паса-
жирських потягів до 200 км/год на лініях загальною протяжністю 2600 км [1]. В 
рамках цієї програми розглядається використання потягів зарубіжного вироб-
ництва з кузовами, що нахиляються. Введення в експлуатацію таких потягів 
дозволяє збільшити швидкість руху на існуючих залізничних лініях, які хара-
ктеризуються великою кількістю кривих малих радіусів, що підтверджується 
позитивним досвідом низки європейських держав [2,3]. В нашій країні досві-
ду проектування та експлуатації таких потягів фактично не має, що, напевне, 
і призвело до відсутності у науково-технічній періодиці робіт, присвячених 
теоретичним дослідженням руху потягів з кузовами, що нахиляються, у кри-
вих ділянках колії.  
Тому, метою даної статті є створення математичних моделей що дозво-
ляють визначити потрібний кут нахилу кузова та досліджувати коливання 
надресорної будови під дією відцентрової сили інерції. 
 
Математична модель для визначення потрібного кута нахилу кузо-
ва та відцентрової сили інерції. Рух екіпажу у кривій характеризується ви-
никненням відцентрової сили інерції, величина якої залежить від швидкості 
руху та радіусу кривої. Вона визначається формулою: 
              2cF m V R  , (1) 
де m  – маса екіпажу; V  – швидкість руху; R – радіус кривої. 
Для зменшення її впливу на екіпаж у кривих зовнішню рейку встанов-
люють із підвищенням відносно внутрішньої рейки. При організації швидкі-
сного руху на існуючих лініях підвищення зовнішньої рейки стає недостат-
ньо для компенсації дії відцентрової сили інерції. Це призводить до необхід-
ності примусово «довертати» кузов усередину кривої на певний кут,  
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Рисунок 1 – Схема діючих на екіпаж сил при русі у кривій. 
 
що значно розширює діапазон швидкостей руху по кривим малого радіусу. 
Значення цього додаткового кута повороту кузова може бути знайдено із на-
ступних міркувань (див. рис. 1). 
Кузов вагона при русі по кривій повернутий на певний кут усередину 
кривої. Цей кут представляє собою суму кутів від підвищення зовнішньої 
рейки –   та додаткового кута повороту кузова –  . Повна компенсація від-
центрової сили інерції настане при рівності проекцій відцентрової сили інер-
ції і сили тяжіння на вісь, паралельну площині підлоги вагона: 
Підставляючи (1) у (2), та враховуючи, що ТF m g  , де g  – приско-
рення вільного падіння, отримаємо: 
Далі із (3) отримуємо вираз для додаткового кута нахилу кузова: 
Як видно на рис. 1, величина кута підвищення зовнішньої рейки скла-
дає: 
де ch  – підвищення зовнішньої рейки; 2S  – ширина колії по кругам катання. 
У кривих улаштування шляху має три характерні ділянки: вхід – рух екі-
пажу по першій перехідній кривій зі змінним радіусом, який зменшується від 
безкінечного до радіусу R  кругової кривої; рух екіпажу по круговій кривій із 
                sincos Tc FF . (2) 
             2 cos sinm V R m g          . (3) 
          2arctan ( )V R g    . (4) 
         arctan 2ch S  , (5) 
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постійним радіусом; вихід – рух екіпажу по другій перехідній кривій зі змін-
ним радіусом, який збільшується від радіусу R  кругової кривої до нескінче-
ності. Розбивка перехідних кривих виконується по радіоідальній спіралі. 
При русі у кривій змінюється і величина підвищення зовнішньої рейки. 
Так, при вході у криву ця величина змінюється від нуля до підвищення ch  у 
круговій кривій. При виході – плавно зменшується від значення ch  до нуля. 
У перехідній кривій величина миттєвого радіусу визначається форму-
лою: 
де tA R L   – параметр кривої, tL  – довжина перехідної кривої,  tL t  – по-
точна координата екіпажа у перехідній кривій. 
Після диференціювання по часу виразів (4) і (6) отримаємо: 
Величина /d dt  являє собою швидкість зміни кута підвищення зовні-
шньої рейки при русі по перехідній кривій і може бути визначена наступним 
чином. 
Час руху по перехідній кривій становитиме /t tt L V . При цьому швид-
кість зміни величини підвищення дорівнюватиме /h c tV h t . Таким чином, 
отримаємо: 
Замінюючи у виразі (9) ch  величиною кута підвищення (5), маємо: 
Об’єднуючи (1), (7), (8) і (10), та враховуючи, що /tdL dt V , оскільки 
швидкість руху постійна, отримаємо систему алгебро-диференційних рів-
нянь, що встановлюють зв’язок між координатою потяга у кривій, величи-
ною миттєвого радіуса, кутом підвищення зовнішньої рейки та кутом додат-
кового нахилу кузова. Також ця система рівнянь дозволяє визначити миттєві 
значення відцентрової сили інерції, що діє на екіпаж. 
Слід зауважити, що система рівнянь (11) відповідає руху потяга по пер-
шій перехідній кривій. При русі потяга по круговій кривій величини радіусу 
кривої, підвищення зовнішньої рейки та додаткового кута нахилу кузова ва-
              tr t А L t , (6) 
               
 
    
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V dr dtd d
dt dt g r t V g r t
          
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               2
R L Vdr t
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   . (8) 
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гона матимуть незмінні значення. Тому праві частини відповідних виразів 
будуть дорівнювати нулю. При русі по другій перехідній кривій структура 
системи рівнянь (11) не зміниться. Відмінність полягатиме тільки у знаках 
правих частин виразів радіусу кривої та підвищення зовнішньої рейки. 
 
Математична модель для опису коливань кузова. Як показує практи-
ка проектування і експлуатації потягів з кузовами, що нахиляються, повна 
компенсація відцентрової сили інерції є небажаною з точки зору негативного 
впливу на самопочуття пасажирів [4]. Тому, у більшості випадків ступінь 
компенсації обмежується величиною 0,7…0,75 від повної компенсації. Наяв-
ність некомпенсованої відцентрової сили інерції призводить до деформації 
елементів ресорного підвішування та поперечних зв’язків екіпажа. 
Для встановлення зв’язку між величиною відцентрової сили інерції і де-
формаціями пружних елементів екіпажної частини використовується розра-
хункова схема, яка приведена на рис. 2. Прийнята розрахункова схема має 
чотири ступені свободи: поперечне переміщення кузова ky , поперечне пере-
міщення рами візка ty , повороти кузова k  і рами візка t  навколо вісі, що 
проходить через їх центри мас. 
Побудова математичної моделі базується на наступних допущеннях 
[5,6]: 
− система, що розглядається, складається із абсолютно жорстких тіл, які 
з’єднані пружними елементами, паралельно до яких включені гасителі коливань; 
− у коливаннях приймають участь половина маси кузова і маса візка; 
− коливання по всім ступеням свободи розглядаються як малі; 
− нерівності шляху у плані і вертикальні нерівності не розглядаються. 
У якості вихідних обрані рівняння Лагранжа другого порядку [7]. 
Кінетична енергія системи: 
                
 
 
   
 
2
2
4
2
2 2
2
;
arctan
2 ;
;
;
1
.
t
c
t
t
c
dL
V
dt
h V
d S
dt L
R L Vdr
dt L t
V dr dtd d
dt dt Vg r t
g r t
m VF
r t

 

    
  
         

 
(11) 
          2 2 2 21 2 1 2 1 2 1 2k k k k t t t tT m y J m y J               , (12) 
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де km , kJ  – половина маси і моменту інерції кузова, tm , tJ  – маса і момент 
інерції візка. 
 
 
 
Рисунок 2 – Розрахункова схема. 
 Потенційна енергія системи: 
де tzk , kzk  – коефіцієнти жорсткості ресорного підвішування першої та дру-
гої ступені; tyk , kyk  – коефіцієнти жорсткості поперечних зв’язків екіпажу; 
1h  – відстань від центра мас кузова до вісі поперечних зв’язків кузова; 2h  – 
відстань від центра мас візка до поперечних зв’язків візка; 3h  – відстань від 
центра мас візка до вісі поперечних зв’язків кузова; a  – відстань від верти-
кальної вісі кузова до вісі ресорного підвішування першої ступені; b  – від-
стань від вісі кузова до вісі ресорного підвішування другої ступені. 
Оскільки гасителі коливань включені паралельно пружним елементам, 
вираз дисипативної енергії має вигляд: 
де tz , kz  – коефіцієнти демпфування ресорного підвішування першої та 
другої ступені; ty , ky  – коефіцієнти демпфування поперечних зв’язків екіпа-
жу. 
     
   
   
2 2
2 1 3
2 2
1 2 2 1 2 2
1 2 2 1 2 2 ,
ty t t ky k t k t
tz t kz k t
П k y h k y y h h
k a k b a
  
  
               
           
 (13) 
     
   
   
2 2
2 1 3
2 2
1 2 2 1 2 2
1 2 2 1 2 2 ,
ty t t ky k t k t
tz t kz k t
Ф y h y y h h
a b a
    
    
               
           
    
  
 (14) 
y 
h1 
h3 
h2 
mk, Jk b
θk 
Fct 
yk 
θt yt 
a 
mt, Jt 
βkz    kkz kky βky 
βtz    ktz 
kty 
βty 
Центр мас 
кузова
Центр мас 
візка
Fck 
z 
 211
Після виконання необхідних операцій диференціювання згідно вихідних 
рівнянь, отримаємо у розгорнутому вигляді систему рівнянь, яка дозволить 
визначити деформації пружних елементів екіпажної частини під дією непо-
гашеної відцентрової сили інерції при русі по кривій: 
Об’єднуючи систему рівнянь (15) з системою (11), отримаємо матема-
тичну модель, що описує поведінку екіпажної частини при русі у кривій і 
встановлює зв'язок між параметрами шляху, величиною непогашеної відцен-
трової сили інерції і деформаціями пружних елементів екіпажної частини. 
 
Висновки. Отримано математичні моделі, які дозволяють визначати по-
трібний кут нахилу кузова та досліджувати коливання надресорної будови 
під дією відцентрової сили інерції. Отримано об’єднану математичну модель 
що встановлює зв'язок між величиною відцентрової сили інерції, переміщен-
нями елементів екіпажної частини, параметрами шляху та рухомого складу. 
Ця модель може бути використана при виборі параметрів систем електроме-
ханічного перетворення енергії для випробувальних каткових стендів. 
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